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«Барлық жоғары оқу орындарында қолданбалы математикалық бағыттағы кафедраларда дәріс беру деңгейін сапалық тұрғыда өзгерту керек. Математикалық әдістермен мәліметтерді талдауды бәрі де – инженерлер, экономистер, заңгерлер, құры-лысшылар, мемлекет қайраткерлері меңге-руге тиіс. Әлемдік тәжірибе көрсеткендей, кадрлардың математикалық әзірлігінің жо-ғары деңгейі барлық салаларда сапалы өсу қарқынын қамтамасыз етеді». 

Қазақстан Республикасының Президенті Н.Ә.Назарбаевтың Л.Н.Гумилев атындағы Еуразиялық Ұлттық университетте жасаған дәрісінен, 26.05.2006, Астана қ.
Кіріспе

Қазіргі қоғамның мәдениеті, білімділігі, ой өрісі және ой жүйесі дамыған кезеңде халық шаруашылығы кәсiпорындарының қандай түрі болса да, оның экономикасын ұтымды басқаруда математикалық әдістер мен компьютерді кеңінен қолдану қажеттігі әркімге белгілі.

Математиканың экономикада және басқа ғылымдарда кеңінен қолданылуы осы ілімнің өзіне тән ерекшелігі болып табылады. Егер оның осы ерекшелігі түбегейлі экономикалық талдаумен бірге алына отырып пайдаланылса, онда өндірістік жұмыстарды тиімді ұйымдастыруда және басқаруда, яғни әр істен ұтымды табыс табу жолдарында математикалық әдістемелерді қолдану – бүгінгі таңдағы ең қажетті істердің бірі.
Экономикалық жүйелердің әртүрлі деңгейлерінде кездесетін жоспарлау, басқару, шектелген ресурстарды бөлу, өндірістік про-цестерді талдау, күрделі объектілерді жобалау сияқты есептердің ұтымды және оптимизациялық шешімдерін табу – табиғи және ғылыми-техникалық прогресс қажеттіліктерінен туған мәселе.

Экономикада қолданылатын математикалық әдiстердiң жиынын белгiлеу үшiн әртүрлi атаулар қолданылды. Эконометрика немесе эконометрия – экономикалық заңдардың тәжірибелік нәти-желеріне негізделген ғылым. Зерттеушілер берілгенді немесе «бақылауларды» экономикалық қатынастардың сандық байланыс-тарын алу үшін пайдаланады.

Эконометрика, салыстырмалы түрде алғанда, ғылымның жаңа саласының бірі. Бұл ғылым 1930 жылы пайда болды. Осы жылы эконометриялық қоғам негізі  қаланып, «Экономикалық теорияның математика мен статистикаға байланысты  дамуы» деп аталды.

Аталған қоғамды ұйымдастырушылар ішінен алдымен эконо-мика саласынан Нобель сыйлығының иегері, көрнекті норвегиялық статистик Рангар Фришты айтамыз.

Екінші бір ұйымдастырушы – Американың ғылымды дамыту қоғамының К деп аталатын секциясының (экономика, социология және статистика) хатшысы Принстон университеті математика факультетінің мүшесі Чарлз Ф.Рус. Олар Ирвинг Фишермен бірігіп, аталған қоғамды ұйымдастырды. Бұл қоғам 1933 жылдан бастап «Эконометрика» (Econometrios)  журналын  шығара  бастады.

Эконометрика талдаудың экономикалық-статистикалық әдісі-нің бір бағыты болып есептеледі. Ол математикалық өрнектердің параметрлерінің статистикалық өлшемін анықтайды.

Ал бұл өрнектер кейбір экономикалық концепциялардың белгілі бір объекті немесе құбылыспен байланысын және дамуын осылайша алынған экономикалық қорытындылар жасауға қолда-нуын көрсетеді.

90 жылдардың басында эконометриканың дамуы негізінен екі бағытта қалыптасты, ол американдық және голландиялық мектептер еді. Эконометрикалық модельге осы бағытта салыстырмалы көр-сеткіштер, факторлар жиыны арнайы айнымалылар құрамына кіретін регрессия теңдеулері және теңдеулер системалары кеңінен қолданылады.

Корреляциялық-регрессиялық талдау эконометрикалық зерт-теулер негізі болып табылады және олар арқылы басты фактордың немесе факторлардың басқа түсіндіруге болатын айнымалылармен байланысын анықтау үшін пайдаланылады. Алғашқы берілгендер үшін статистикалық бақылаулар қолданылады.

Көбінесе бұл берілгендер динамикалық қатар түрінде көрсе-тіледі.

Экономикалық модельге сәйкес зерттелетін эконометрикалық процестер:

макроэкономикалық проблемалар;

микроэкономикалық процестер;

аймақтың, экономиканың әртүрлі экономикалық пробле-малары.

Келешекте нарық жүйесінде, бизнесте халық шаруашылы-ғының кез келген саласының маманы эконометрикалық модельдеу әдістемесін өзінің күнделікті ісіне қолдана білуге тиіс. 

Сонымен нарықтық экономикаға көшуде тиімді экономи-калық варианттарды таңдаудың әдістерін, яғни оның экономет-риялық аппаратын, соның ішінде  математикалық статистика және басқа қолданбалы математика әдістерін жақсы меңгерген мамандар дайындау − өте маңызды іс. 
Қорыта келе, бұл эконометрикалық модель құрып, оның параметрлерін бағалауға, экономикалық көрсеткiштердiң байланыс формалары мен қасиеттерi туралы гипотезаларды тексеруге мүмкiндiк бередi. Осының негiзiнде экономикалық талдау және болжау жасалып, дұрыс экономикалық шешiм қабылданады.

Ұсынылып отырған оқулықта экономикадағы оптимизация-лық есептер қойылымдарының эконометриялық модельдері және оларды шығару жолдарының әдістері қарастырылған. Есептерді шығару әдістері экономикалық және математикалық тұрғыдан талданған. Олардың теориялық маңызы тәжірибелік есептерін математикалық тұрғыда қою, шығару алгоритмдері қабілетті оқырманға өз бетінше оқып, түсіне алатындай етіп жазылған.

1.  МАТЕМАТИКАЛЫҚ АЛҒАШҚЫ МАҒЛҰМАТТАР
1.1. Сызықтық алгебра элементтері
Сызықтық аппарат дербес жағдайда матрицалық алгебраның эконометрикалық модель мен әдістерді сипаттау мен талдаудағы ықшамды және тиімді қажетті аппараты болып есептеледі. Төменде (дәлелдеусіз) сызықты алгебралық эконометриканы оқу барысында қажетті элементтер келтірілген.

Матрицалар
m жолдан және n бағанадан тұратын сандар кестесі m(n өлшемді матрица немесе m(n өлшемді матрица деп аталады. Матрицаларды латын алфавитінің бас әріптерімен белгілейді. Мысалы:
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немесе 
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− матрица элементі. Жай жақшадан басқа белгілеулер де пайдаланылады.

Матрица түрлері. 
1. Егер 
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 өлшемі n-ге тең жол матрицасы (немесе вектор).

Егер 
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 матрица – бағана өлшемі n-ге тең (немесе вектор).

Дербес жағдайда 
[image: image8.wmf].

AOO

×=


2. 
[image: image9.wmf]()

mnij

Aa

´

=

 және 
[image: image10.wmf]()

mnij

Bb

´

=

 матрицаларының қосынды-сы  
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Дербес жағдайда 
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Бірдей өлшемді матрицаларды қосқанда, осы матрицалардың сәйкес элементтері өзара қосылады.

Мысал 1.   Егер  
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болса, онда А мен  В  матрицаларының қосындысын табыңыз.

Шешуі.  Матрицалардың 
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 3. Матрицаларды өзара көбейту үшін, бірінші матрицаның бағана саны екі матрицаның жолының санына тең болуы керек. Егер екі матрицаның көбейтіндісі C матрицасы болса, онда 
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 элементін табу үшін, A матрицасының i-ші жолымен B матри-цасының  j-ші бағанасының сәйкес элементтерінің көбейтіндісін табу керек, яғни
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 матрицаларының көбейтіндісі  
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Мысал 2. 
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 матрицалары берілген. Табу керек: AB және BA.
Шешуі. Көбейтінді матрицасының өлшемі  
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Сол сияқты  
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AB және BA матрицаларының көбейтіндісін таптық, олардың өлшемдері (реттері) бір-біріне тең емес, яғни  AB(BA. 

4. Матрицаны тасымалдау. A матрицасының қатарын бағана ретінде өзгертіп жазу матрицаның тасымалдануы деп аталады да, былай жазылады: 
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Сонда AT матрицасы A матрицасының тасымалданған матри-цасы деп аталады.

Егер A матрицасының өлшемі m(n болса, онда  AT тасымал-данған матрицасының өлшемі  m(n  болады.

Мысал 3. 
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 матрицасы берілген. AT  матри-цасын жаз.

Шешуі. A матрицасының жолының элементтерін бағана түрінде жазу арқылы  AT тасымалданған матрицасын аламыз:
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Тасымалдау амалының қасиеттері:

1. 
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Егер  
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Дербес жағдайда, егер 
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Матрица теңдігі. Матрицалар 
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Басқаша айтқанда, матрицаның барлық элементтері (-ға көбейтіледі.

Анықтауыштар және олардың қасиеттері

n-ші ретті квадраттық матрицаның анықтауышы деп 
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Мысал 3. Анықтауыштарды есептеңдер:

а) 
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Шешуі. (1.1) формулаға сәйкес
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б) (1.2) формулаға сәйкес
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Анықтауыш миноры және алгебралық толықтауыштар.

Анықтауыштың берілген 
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 элементіне сәйкес келетін  миноры деп, сол элемент  орналасқан қатар мен бағананы сызып тастағаннан кейін шығатын анықтауышты айтады.

Мысал 4.  
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Шешуі. Анықтама бойынша a23 элементі орналасқан екінші жол және үшінші бағананы сызып, (1) формула арқылы есептейміз.
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A анықтауышының aij элементінің Aij алгебралық толық-тауышы деп келесі өрнекті айтамыз:
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Мысал 5. 
[image: image89.wmf]243

562

357

A

-

=

 анықтауышының a23 элементінің минорын есептейік.
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(1.3) формулаға сәйкес  
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Жоғары ретті анықтауыштарды есептеу үшін, Лаплас теоре-масын келтірейік.

Лаплас теоремасы.  

n-ші ретті квадраттық матрицаның анықтауышы кез келген жолының немесе бағанасының элементтерін өзінің сәйкес алгеб-ралық толықтауышының көбейтіндісінің қосындысына тең болады.
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Басқаша айтқанда, анықтауышты кез келген жолының немесе бағанасының элементтері арқылы жіктеп, өлшемін төмендетуге болады. Анықтауыштың өлшемі үштен жоғары болғанда осы әдіспен есептеу тиімді.

Мысал 6. 
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 анықтауышты жолының элементтері бойынша есептеңіз.

Шешуі. Анықтауышты бірінші жолдың элементтеріне сәйкес жіктейміз:
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Анықтауыштардың қасиеттері

1. 
[image: image96.wmf]T
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 матрицасының анықтауышы оның тасымалдан-ған матрица анықтауышына тең.

2.
Егер анықтауыштың іргелес екі жолының немесе екі бағананың орнын ауыстырғанда, оның тек таңбасы өзгереді.

3.
Анықтауыштың жолы мен бағананың орнын ауыстырған-нан оның мәні өзгермейді.

4.
Егер анықтауыштың бір жолының немесе бағанасының барлық элементтері нөлден тұратын болса, онда анықтауыш нөлге тең.

5.
Жолының немесе бағанасының элементтері өзара тең бол-са, онда анықтауыш нөлге тең.

6.
Анықтауыштың жолының немесе бағанасының барлық элементтерін бір санға көбейткенде, анықтауыштың шамасы сол санға көбейтіледі.

7.
Екі пропорционалды жолдан немесе бағанадан тұратын анықтауыш нөлге тең.

8.
Егер анықтауыштың кез келген жолының (немесе баға-наның) элементтеріне басқа жолдың (немесе бағананың) сәйкес элементтерін тұрақты санға көбейтіп қосқаннан анықтауыштың мәні өзгермейді.
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Матрица ізі n-ретті A матрицасының диагональды элементте-рінің қосындысын, оның ізі деп атайды және 
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Матрица ізінің қасиеттері

1. 
[image: image106.wmf]tr(),

n

En

=


2. 
[image: image107.wmf]tr()tr().

AA

l=l


3. 
[image: image108.wmf]tr()tr().

T

AA

=


4. 
[image: image109.wmf]tr()tr()tr().

ABAB

+=+


5. 
[image: image110.wmf]tr()tr().

ABBA

=


Дербес жағдайда, егер 
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Кері матрица

Егер А матрицасының анықтаушысы 
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 матрицасын А матрицасының кері матрицасы деп атайды. 

Кері матрица 
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Кері матрица 
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формуласына сәйкес табылады, мұнда 
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яғни матрица элементтері − А матрицасының тасымалданған матрицаның 
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Екінші ретті матрица үшін A(1 кері матрица мына формуламен табылады:
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Мұндағы 
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 − қосалқы матрица, бастапқы матрица-ның 
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А матрицасының жолымен бағананы сызып тастау арқылы 
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 минорын табамыз (сызылып тасталғаннан келіп олардың эле-менттері төмендегідей болады) 
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Алынған мәндерді пайдаланып, Aij алгебралық толық-тауышын есептейміз:
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Алгебралық толықтауыштардан қосалқы матрица құрамыз:


[image: image136.wmf]2212

2111

.

aa

aa

-

æö

ç÷

-

èø


 А матрицасының анықтауышын есептейміз:
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Енді кері 
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Мысал 7. 
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 матрицасының 
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Шешуі. А матрицасының анықтауышын есептейік: 
[image: image142.wmf]45

4*21*58530,

12

A

==-=-=¹

, яғни 
[image: image143.wmf]1

-

A

 кері матрица бар және оны (1.8) формула бойынша есептейік: 


[image: image144.wmf]2212

1

2111

1

aa

A

aa

A

-

-

æö

==

ç÷

-

èø

 
[image: image145.wmf]25

25

1

33

1414

3

33

æö

-

ç÷

-

æö

=

ç÷

ç÷

-

ç÷

èø

-

ç÷

èø

.
Тексеру жүргіземіз: 
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Сол сияқты 
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 матрицасының кері матрицасы мына формуламен есептеледі: 
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Мұндағы 
[image: image150.wmf]AA

-

 матрицасының кері матрицасы, 
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  Мысал 8. 
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 матрицасының кері матрицасын 
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 табу керек. 

Шешуі. А матрицасының анықтауышын табамыз: 
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 матрицасы бар. А матрицасының барлық элементтерінің алгебралық толық-тауыштарын табамыз.

1) бірінші жолдың элементтері үшін (бұл көрсетілген матрицаның бірінші бағаны): 
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2) Екінші жолдың элементтері үшін (бұл тіркелген матри-цаның екінші бағаны): 
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3) Үшінші жолдың элементтері үшін (бұл көрсетілген матрицаның үшінші бағаны); 
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Кері матрицаны жазайық: 
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Тексеру: 
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Яғни кері матрица дұрыс табылады.

Кері матрицаның қасиеттері:
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Және үшінші қатарға қосамыз, яғни 

                                  
[image: image174.wmf]112

111.

121

A

-

æö

ç÷

=

ç÷

ç÷

èø


Олай болса 
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Матрица рангісінің қасиеттері: 
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 тек қана А – нөлдік матрица болғанда ғана орындалады, яғни 
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3) n өлшемді квадратты А матрицасының рангісі тек қана А  матрицасы айнымаған матрица болғанда n-ге тең болады;
4) 
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[image: image180.wmf]r()r()r();

ABAB

+³-


6) 
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7) 
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, егер В n өлшемді квадрат матрицаның рангісі  n-ге тең болады;
8) 
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10) 
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, n − А матрицасының бағаналары-ның немесе В матрицасының жолдарының саны.

Матрица рангісі

Матрица рангісі деп осы матрицаның нөлден өзгеше минорлық ең жоғарғы ретін айтады (
[image: image187.wmf]rang
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 арқылы белгіленеді). Егер матрицаның барлық элементтері нөлге тең болса, онда бұл матрицаның рангісі де нөлге тең болады.

Элементарлық түрлендірулерден матрицаның рангісі өзгер-мейді. Элементарлық түрлендірулерге мыналар жатады:

1. Матрицаның жолдарын бағанамен, ал бағананы тиісінше жолмен алмастыру.

2. Матрица жолдарын немесе бағаналарын өзара алмастыру.

3. Барлық элементтері нөлге тең жолды немесе бағананы сызып тастау.

4. Қандай да бір жолды немесе бағананы нөлден өзгеше элементке көбейту.

5. Бір жолдың немесе бағананың элементтеріне тиісінше екінші жолдың немесе бағананың элементтерін қосу.

Мысал 9. Матрицаның рангісін есептеңіз:
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Шешуі. Іздеп отырған матрицамың бас диагоналының сол жақ төменгі бөлігіндегі элементтер нөлге тең болатындай етіп түрлендіруіміз керек. Бірінші бағананы нөлге келтіру үшін, бірінші қатарды (-1)-ге көбейтіп, екінші матрица рангі ұғымы оның жолдарының (бағаналарының) сызықты тәуелді ұғымымен тығыз байланысты ету керек.

  А матрицасының жолдары 
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 жолдарының сызықты комбинациясы деп аталады, егер 
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арақатынасы орындалатын ең болмағанда біреуі нөлден өзгеше 
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 сандары табылса, онда матрицаның 
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 жолда-ры өзара тәуелсіз деп аталады: 
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 болғанда орындалатын болса, онда матрицаның жолдары өзара тәуелсіз деп аталады.

Матрица рангі оның өзара тәуелсіз жолының (бағананың) са-нына тең және солар арқылы қалған жолдар (бағаналар) өрнектеледі. 

Сызықты теңдеулер жүйесі.

m теңдеулерден және n белгісіздерден құрылған жүйе мына түрде анықталады:
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( − (1.12) жүйеден алынған А матрицасының анықтауышы болсын, ал (j ( матрицасы анықтауышы деп А матрицасынан алынған j-ші бағанын бос мүшенің бағанымен ауыстырылуын айтамыз. Егер 
[image: image208.wmf]0
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 болса, онда (1.12) жүйенің жалғыз шешімі бар болады және ол төмендегі формулалар бойынша анықталады:            
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(немесе 
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(1.13) – Крамер формуласы деп аталады.

Екінші ретті теңдеулер жүйесін қарастырайық:


[image: image214.wmf]1111221

2112222

axaxb

axaxb

+=

ì

í

+=

î

.
Шешімін Крамер формуласы бойынша шешеміз: 
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 − көмекші анықтауыштар, жүйенің анықтауышынан алынған бірінші және екінші бағананы бос мүше-нің бағанасымен орын ауыстырғаннан шыққан анықтауыштар. 

Мысал 10. 
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 жүйені Крамер әдісі бойынша шешіңіз.               
Шешуі. Белгісіздердің коэффициенттері матрицаның элементтерін құрайды: 
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 Сол сияқ-ты бос мүшелерін анықтаймыз: 
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Анықтауыш нөлден өзгеше, онда жүйенің жалғыз шешімі бар. Көмекші анықтауышты есептейміз.
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Жүйенің шешімін табамыз: 
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Тексеру: 3*16(5*7=48(35=13, 13=13,
2*16+7*7=32+49=81, 81=81.

Үшінші ретті теңдеулер жүйесін қарастырайық:
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Шешімін Крамер формуласы арқылы табамыз:
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жүйенің негізгі анықтауышы. 
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 − көмекші анықтауыш-тар, жүйенің анықтауышынан алынған бірінші, екінші және үшінші бағаналарды бос мүшенің бағанымен орын ауыстырғаннан шыққан анықтауыштар. 

Мысал 11. Жүйені Крамер формуласы бойынша шешіңдер:
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Шешуі. Белгісіздердің коэффициенттерінен анықтауышты құрамыз:
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Негізгі анықтауышын есептейміз:
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Негізгі анықтауыш нөлден өзгеше, сондықтан Крамер формуласын қолданамыз.
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Жүйенің шешімі  
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Матрицалық әдіс

Үшінші ретті  теңдеулер жүйесін қарастырамыз.
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Белгілеулер:


[image: image256.wmf]111213

212223

313233

aaa

Aaaa

aaa

æö

ç÷

=

ç÷

ç÷

èø

 −  белгісіздердің коэффициенттерінен құрылған матрица,
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 ( бос  мүше  матрицалық түрде
былай жазылады: 
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[image: image260.wmf]1

XAB

-

=

, мұндағы 
[image: image261.wmf]1

A

-

 − кері матрица, 
[image: image262.wmf]0

A

¹

. 

11-мысалды матрицалық түрде шешейік.
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Кері матрица 
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Анықтауыш нөлге тең емес, сондықтан кері матрицасы 
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 бар. Олай болса, A матрицасының барлық элементтері үшін алгебралық толықтауышын анықтаймыз:
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яғни матрицалық теңдеу шешімі: 
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Егер теңдеулер жүйесінің ең болмағанда бір шешімі болса, онда бұл жүйе үйлесімді деп аталады, ал шешімі жоқ болса, онда ол жүйе үйлесімсіз деп аталады. Егер жүйенің жалғыз шешімі болса, үйлесімді жүйе анықталған деп аталады және көп шешімі болса, онда анықталмаған жүйе деп аталады. Кронекер-Капелли теоре-масы. Егер жүйе матрицасының рангісі кеңейтілген матрицасының рангісіне 
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Мысал 12. Теңдеулер жүйесінің 
[image: image289.wmf]123

123

123

53

2342

337

xxx

xxx

xxx

-+=

ì

ï

-+=

í

ï

--=-

î

 үйлесімді екендігін зерттеңдер. Үйлесімді болса оның шешімін Гаусс әдісіне сәйкес анықтаңдар. 

Шешуі. Жүйе матрицасы: 
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Матрицаның рангісін элементарлық түрлендірулер арқылы анықтаймыз, яғни оларды элементарлық түрлендірулер арқылы баспалдақты түрге келтіреміз. 
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Векторлардың скалярлық көбейтіндісі. 
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Егер екі вектордың скалярлық көбейтіндісі 0-ге тең болса, онда оларды ортоганальды вектор деп атайды. 
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Шешуі. Сипаттамалық теңдеуді құрамыз:
 
[image: image367.wmf]24

0

13

x

AE

-

-l==

---l

, 
немесе 
[image: image368.wmf]22

6234020

--l+l+l+=Þl+l-=

, 
бұдан  А матрицасының меншікті мәндері 
[image: image369.wmf]1

2

l=-

, 
[image: image370.wmf]1

l=

. 


[image: image371.wmf]1

2

l=-

 болғанда (1.15) теңдеуден: 
[image: image372.wmf]1

1

2

()0

x

AE

x

æö

-l=

ç÷

èø

 немесе 
[image: image373.wmf]1

2

440

110

x

x

æö

æöæö

=

ç÷

ç÷ç÷

--

èøèø

èø

, 
[image: image374.wmf]12

440

xx

+=

 бұдан 
[image: image375.wmf]21

xx

=-

, 
[image: image376.wmf]1

xc

=

 десек, 
[image: image377.wmf](1)

(,)

xcc

=-

 векторы 
[image: image378.wmf]0

c

¹

 басқа мәндерінде А матрицасының 
[image: image379.wmf]1

2

l=-

 ге сәйкес келетін меншікті векторы. 

Осыған ұқсас 
[image: image380.wmf]2

1

l=

 болғанда 
[image: image381.wmf]1

2

14

0

14

x

x

æö

æö

=

ç÷

ç÷

--

èø

èø

, 
[image: image382.wmf]12

40

xx

+=

, бұдан 
[image: image383.wmf]21

1

4

xx

=-

 
[image: image384.wmf]1

xc

=

 десек, онда 
[image: image385.wmf](2)

1

,

4

xcc

æö

=-

ç÷

èø

 векторы 
[image: image386.wmf]0

c

¹

 басқа мәндерде А матрицасының 
[image: image387.wmf]2

1

l=

 мәніне сәйкес келетін меншікті векторы. 

Симметриялы, оң анықталған және ортогональды матрицалар
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-ші ретті симметриялы оң анықталған матрица қасиеттері.

1. Егер 
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 – оң анықталған матрица.

2. А матрицасына кері матрица 
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 симметриялы және оң анықталған матрица.

3. 
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 болуы А матрицасының барлық диагональды минорлары (бірдей нөмірлі жол мен бағананы сызып тастағаннан шығатын ішкі матрицалар) оң. 

4. А матрицасының ізі оның меншікті мәндерінің қосын-дысына тең:                    
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Егер С квадратты матрица үшін 
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 орындалса, онда С матрицасы ортогональды деп аталады. Ортоганальды С матри-цасының қасиеттері: 

1. 
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1.2. Ықтималдықтар теориясы мен математикалық      

       статистика  элементтері
Эконометрика курсында қолданылатын ықтималдықтар теориясы мен математикалық статистика элементтерi, негiзгi ұғымдары және қорытындылары қарастырылады. Сол мәлiметтердi қысқаша түрде оқушылар назарына ұсыну. Айта кететiн нәрсе –  келтiрiлген мәлiметтер ықтималдық теориясы мен математикалық статистика курсын  алмастыра алмайды. 

Экономикалық деректердiң кездейсоқтық табиғаты
Кез келген экономикалық деректер қандай да бiр экономи-калық объектiлердiң сандық қасиеттерiн сипаттайды. Ол деректер кездейсоқ мәндер қабылдауы мүмкiн.

Сонымен қатар, әдетте, экономикалық модельде ескерiлмеген факторлар объектiге жалпы мәнi белгiсiз, кездейсоқ бiр шама ретiнде әсер етедi деп жориды. Яғни модельге кездейсоқ параметр ( қосады, ол барлық ескерiлмеген факторлардың жалпылама әсерiн бiлдiредi:
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Мысал. Сұраныс моделi:
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q – пайдалы заттар көлемi,

р – пайдалы заттар бағасы,

I – тұтынушылар табысы,

( –  басқа факторлардың әсерi, немесе қателiктер.

Экономикалық модельге кездейсоқ компоненттер енгiзу, басқа айнымалылар арасындағы байланыстардың да стохастикалық (кездейсоқтық) болуына алып келедi. Яғни модельдi статистикалық деректер негiзiнде эмпирикалық  тексеруге мүмкiндiк бередi. Егер тексеру модельдiң дұрыстығын көрсетсе, онда нақты экономикалық объектiнiң жұмыс iстеуiне керектi шешiмдер қабылдауға болады.

Экономикалық деректердiң түрлерi

Эконометрияда статистикалық деректер эмпирикалық заңдылықтарды анықтау және дәлелдеудiң негiзi болып табылады.

Зерттелетiн экономикалық объектiнi сипаттайтын нақты сан-дық деректерсiз қолданылатын экономикалық модельдiң практика-лық құндылығын анықтау мүмкiн емес. Экономикалық (статис-тикалық) деректердi екi түрге бөледi: тiкелей деректер және уақыт қатарлары.

Тiкелей деректер – бұл әртүрлi бiр типтес объектiлер (фирма, аймақ,т.б.) үшiн қандай да бiр экономикалық көрсеткiштi сипаттайтын деректер. Бұл жағдайда барлық деректер қандай да бiр уақыт сәтіне байланысты болады немесе уақыт сәті ескерiлмейдi.

Уақыт қатарлары – бұл қандай да бiр экономикалық объектiнi әртүрлi уақыт моменттерiнде сипаттайтын деректер.

Мысалы, халықтың бюджеттiк көрсеткiштерiн қандай да бiр уақыт моментiнде зерттеу деректерi 1-түрге жатса, инфляция деңгейiнiң қандай да бiр уақыт кезеңіндегі өзгерту динамикасы 2-түрге жатады.

Уақыт қатарларын зерттеудiң өз ерекшелiктерi бар. Мысалы, көршiлес екi мәннiң өзара байланысы болуы мүмкiн; уақыт тежеулерi (лагалары) болуы мүмкiн ж.т.б. Сондықтан уақыт қатарларын зерттеу үшiн арнаулы әдiстер қолданылады.

Экономикалық деректердi жинау мақсаты және әдiстерi

Экономикалық деректердi жинау мақсаты – шешiм қабылдау үшiн ақпараттық қор жинау. Әлбетте, деректердi талдау және шешiм қабылдау қандай да бiр интуитивтi немесе нақты  (сандық) экономикалық модель негiзiнде iске асады. Сондықтан нақты модельге сәйкес келетiн деректер жиналады. Экономикалық дерек-тердi жинаудың түрлi әдiстерi бар: сұрастыру, сұхбат алу, анкета тарату, мемлекеттiк статистика және т.б. Көптеген елдерде мем-лекеттiкпен қатар жеке статистикалық органдар жұмыс iстейдi.

Экономикалық көрсеткiштер арасындағы сызықтық байланыстар. Корреляциялық талдау.

Микро және макро деңгейiндегi әртүрлi экономикалық көр-сеткiштер, әдетте, өзара тәуелсiз болмайды, яғни олардың арасында қандай да бiр байланыстар болады. Мысалы, қандай да бiр тауар-дың бағасы мен осы тауарға сұраныстың көлемi, өндiрiс көлемi мен фирманың пайдасы, табыс пен өзіндiк тұтыну көлемi, инфляция мен жұмыссыздық.

Егер экономикалық деректердiң стохастикалық (кездейсоқ-тық) табиғатын ескермесек, онда әртүрлi экономикалық көрсет-кiштердiң арасындағы байланыстарды функционалдық әдiспен сипаттауға болады. Қандай да бiр көрсеткiштiң (белгiнiң) басқа факторлармен байланысы бiр  
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 функциясымен сипатталады. Бұндай әдiс экономикалық процестердiң кездейсоқтық табиғаты әлсiз болған жағдайларда қолданылады.

Бiрақ, әдетте, көрсеткiштер арасындағы байланыстар сто-хастикалық болып келедi. Себебi, көптеген әсер етушi факторлар модельге кiрмейдi және олардың көбiсi кездейсоқ боп келедi. Сондықтан айнымалылар арасындағы байланыстарды кездейсоқ-тық немесе корреляциялық шамалар арқылы сипаттайды.

Жалпы жиынтық және iрiктеме үшiн корреляция коэффициентi

Х және У экономикалық айнымалылары арасындағы байланысты анықтау керек болсын (мысалы, жұмыссыздық пен инфляция арасындағы). Ол үшiн бұл көрсеткiштердiң статисти-калық деректерiн қарастырамыз /жылдық, тоқсандық, айлық және т.б. Бұл деректер жалпы жиынтықтан алынған кездейсоқ iрiктеме болады.

Анықтама. Жалпы жиынтық деп бiз экономикалық көрсет-кiштiң барлық мүмкiн болатын бақылауларын, кездейсоқ шаманың қабылдай алатын мәндерiн айтамыз. Ал осы жалпы жиынтықтың қандай да бiр бөлiгiн iрiктеме дейдi.

Демек, Х пен У көрсеткiштерi арасындағы байланысты осы көрсеткiштердi анықтайтын жалпы жиынтықтан таңдап алынған iрiктеме арқылы анықтаймыз.

Екi айнымалының арасындағы сызықтық байланыстың шамасын корреляция коэффициентi арқылы анықтауға болады. Жалпы жиынтық үшiн корреляция былай анықталады:
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Бұл формуланың алымында тұрған ковариация көрсеткiшi
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бөлiмiнде Х және У шамаларының орташа квадрат ауытқуы:
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Егер Х пен У айнымалылары арасындағы сызықтық функцио-налдық (мысалы, Y=a+bX) байланыс болса, онда (=
[image: image433.wmf]1
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 болады (таңбасы b-ның таңбасына сәйкес). Егер ( = 0 болса, онда Х пен У айнымалылары арасында сызықтық байланыс болмайды, бiрақ басқа (сызықтық емес) байланыстар болуы мүмкiн.

Х пен У айнымалыларының жалпы жиынтығынан қандай да бiр iрiктемелер таңдап алайық: 
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. Бұл iрiктемелер үшiн сызықтық корреляция коэффициентiн былай анықтауға болады:
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  Мұндағы
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Iрiктемелiк корреляция коэффициентi r-дiң мынадай қасиет-терi бар:

1) r – өлшем бiрлiгi жоқ шама, оның мәнi мынадай аралықта жатады: 
[image: image438.wmf]11.
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2) Егер айнымалылардың барлық мәндерiне қандай да бiр санды қосса (алса) немесе мәндерiн қандай да бiр санға көбейтсе, онда корреляция коэффициентiнiң шамасы өзгермейдi.

3) Егер 
[image: image439.wmf]1,
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 болса, онда корреляциялық (стохастикалық) байланыс функционалдық сызықтық байланысқа айна-лады.

4) Егер  r = 0 болса, онда Х пен У айнымалылары арасында сызықтық корреляциялық байланыс жоқ, бiрақ сызықтық емес байланыстар болуы мүмкiн.

     [image: image440.wmf]
                                                    1.1-сурет
Корреляция коэффициентiнiң шындылығын тексеру

r – iрiктемелiк корреляция коэффициентi жалпы жиынтықтан iрiктемеге түскен мәндер арқылы есептеледi, яғни r  кездейсоқ шама болады.
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 болсын. Бұл шама «Х пен У айнымалыларының жалпы жиынтық мәндерiнiң арасындағы сызықтық байланысты көрсете ме, әлде ол iрiктемеге кiрген мәндердiң кездейсоқ таңдалуына байланысты ма?» – деген сұрақ туады. Яғни iрiктемеге басқа мәндер енгiзсек, онда r = 0 болса, әлде оның таңбасы өзгере ме?

Бұл сұраққа жауап беру үшiн «
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» гипотезасы, яғни «Х пен У айнымалылары арасында сызықтық корреляциялық бай-ланыс жоқ» деген  гипотеза тексерiледi. Егер тексеру нәтижесiнде  Н0  гипотезасы орындалмаса, онда r корреляция коэффициентiнiң шындылығы көрсетiледi.

Анықтама. Н0 гипотезасының орындалу немесе орындал-мауын тексеретiн ереженi статистикалық критерий деп атайды.

Егер «
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Статистикасы теориядан белгiлi Стьюденттiң (n(2) бостық дәрежесi бар t үлестiрiмi болады. Сондықтан Н0 гипотезасы орындалмауы үшiн, яғни, r  iрiктеме корреляция коэффициентiнiң шындылығын тексеру үшiн
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теңсiздiгi орындалуы керек. Мұндағы  
[image: image446.wmf],2
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  –  Стьюденттiң t  кри-терийiнiң кестелік мәнi, (n(2) – бостық дәрежесi, ( ( шындылық деңгейi.

Кездейсоқ шамалар және олардың сандық сипаттамалары

А оқиғасының ықтималдығы ((А( деп оқиғаның объективтi пайда болуы мүмкiндiгiнiң сандық өлшемiн айтады. 

Ықтималдықтың классикалық анықтамасына сәйкес, А оқиғасының ықтималдығы деп оқиғаның пайда болуына мүмкiндiк беретiн оқиғалар санының барлық элементарлық оқиғалар санына қатынасын айтамыз, яғни (((( ( m/n, m – оқиғаның пайда болуына мүмкiндiк беретiн оқиғалар саны, n – барлық элементарлық оқи-ғалар саны. Кейбiр дербес нақты жағдайларда оқиға ықтималдығы ((((-ны бағалау үшiн, статистикалық ықтималдылық (*((( пайдаланылады, яғни n рет жасалынған тәжiрибеде ( оқиғасының пайда болуының салыстырмалы жиiлiгi (W(A)) алынады. 

Ықтималдықтар теориясындығы негiзгi ұғымдардың бірі –  кездейсоқ шамалар. 

Тәжiрибе нәтижесiнде, алдын ала қандай мәндi қабыл-дайтыны белгiсiз, нақты жағдайларға байланысты өзiнiң мүмкiн болатын мәндер жиынынан бiр мәндi қабылдайтын айнымалыны кездейсоқ шама деп атайды. 

Жалпы жағдайда кездейсоқ шама X элементарлық тәжi-рибелер жиынында берiлген функция ретiнде анықталады (немесе элементарлық оқиғалар кеңiстiгiнде), яғни X = f(W), мұнда W – элементарлық тәжiрибе (немесе 
[image: image447.wmf]W

 кеңiстiгiнде жататын элемен-тарлық оқиға, яғни 
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Кездейсоқ шамалар екi түрге бөлiнедi: дискреттi және үзiлiссiз кездейсоқ шамалар.

Егер белгiлi бiр тәжiрибе нәтижесiнде кездейсоқ шамалардың қабылдайтын мәндерi бiр–бiрiнен ерекше және санап шығуға болса, онда ол дискреттi кездейсоқ шама деп аталады.

Мысал 1. Ойын сүйегiн лақтырғанда түсетiн ұпайлар саны – кездейсоқ шама. Оны 
[image: image449.wmf]x

 арқылы белгiлесек, қабылдайтын мәндерi 1,2,3,4,5,6 болады.

Мысал 2. Бiр «тиынды» лақтырғанда қойылатын шарт – «гербтiң» алғаш рет түсуi болсын. Сонда жүргiзiлген тәжiрибе саны, яғни алғаш рет «герб» түскенге дейiнгi «тиын» лақтыру саны кездейсоқ шама – 
[image: image450.wmf]x

, мұның қабылдайтын мәндерi 0,1,2,….

Сонымен 
[image: image451.wmf]x

 кездейсоқ шамасының қабылдайтын мәндерi ақырғы бүтiн сандар немесе тiзбек түрiнде анықталса, онда ондай 
[image: image452.wmf]x

 кездейсоқ шамасы дискреттi болады.

Дискреттi кездейсоқ шаманы анықтау үшiн, әдетте, кесте құрады. Мұндай кестеде екi жол болады. Оның бiрiншi жолында кездейсоқ шаманың қабылдайтын мәндерi, ал екiншi жолында сол мәндердi қабылдау ықтималдықтары жазылады. Сонда ақырғы бүтiн мәндер қабылдайтын 
[image: image453.wmf]x

 кездейсоқ шамасы үшiн төмендегi кесте сәйкес келедi. 

	Мәндер
	X1
	X2
	…
	Xn

	Ықтималдықтар
	P1
	P2
	…
	Pn


Осылайша құрылған кестені E кездейсоқ шамасының үлестiрiм кестесі деп атайды. 

Бұдан былай 
[image: image454.wmf]x

 кездейсоқ шамасының үлестiрiм кестесін келесi түрде жазуға келiсемiз; бiрiншi жолдың алғашқы торына «
[image: image455.wmf]x

» шамасы, ал екiншi жолдың бiрiншi торына «P» әрпi қойылады. Басқа мәлiметтер жоғарыдағы кестеге сәйкес жазылады. Сөйтiп, 
[image: image456.wmf]x

 кездейсоқ шамасының үлестiрiм кестесі келесi түрде анықталады. 

	      
[image: image457.wmf]x


	X1
	X2
	…
	Xn

	       P
	P1
	P2
	…
	Pn


Үлестiрiм кестесінің екi қасиетiн атап өтейiк: 

10  Екiншi жолда тұрған сандар терiс емес, яғни Pi 
[image: image458.wmf]³

 0 (i=1,n);         
20   Ықтималдықтардың қосындысы 1-ге тең, яғни 
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P1, P2, …, Pn сандары ықтималдықтар болғандықтан, өйткенi анықтама бойынша 
[image: image460.wmf](),1,
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, олай болса 10 қасиеттiң орындалуы ( өзiнен-өзi дәлел. Ал екiншi қасиеттi алатын болсақ, (1.22) тендiктiң сол жағы 
[image: image461.wmf]x

 кездейсоқ шамасының x1, x2,…,xn мүскiн болатын бiр мәнiн мiндеттi түрде қабылдайтындығынан шығады.

Егер 
[image: image462.wmf]x

 кездейсоқ шамасы саналатын x1,-xn,… мәндерiн қабылдаса, онда оның үлестiрiм кестесі жоғарыдағы сияқты жасалады, бiрақ (1.22) формула келесi түрге келедi: 
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Егер кездейсоқ шама белгiлi бiр аралықта жататын мәндi қабылдайтын болса, онда ол үзiлiссiз деп аталады. Ауа темпе-ратурасы, кiсi бойы, шетел валютасының биржалық курсының са-тылу мөлшерi үзiлiссiз кездейсоқ шамалардың мысалдары болады. 

Егер тiкбұрышты координат жүйесінің абцисса осiнiң бойына кездейсоқ шаманың қабылдайтын мәндерiн, ал ордината осiнiң бойына олардың ықтималдықтарын тұрғызсақ және сәйкес нүкте-лердi өзара қоссақ, сызықтар көпбұрышы шығады, оны ықтимал-дықтың таратылу полигоны деп атайды. 

Есеп 1. Лотереяда құны 5000 теңге болатын автомобиль, 250 теңгеден 4 телевизор, 5 видео-магнитофон ұтысқа шығады. Құны 7 теңге болатын 1000 билет сатылған. 1 билет алып лотереяға қатысу үшiн, таза ұтыстың таратылуы заңын құрыңдар. 

Шешуi. 1билетке сәйкес келетiн таза ұтыс – кездейсоқ шама x-тың мүмкiн болатын мәндерi – 0 – 7= – 7 теңге (егер билет ұтпа-са),  200 – 7 = 193, 250 – 7 = 243, 5000 – 7 = 4993 теңге (егер билетке шыққан ұтыс – видеомагнитофон, телевизор немесе автомобиль болса). Егер сатылған 1000 билеттiң ұтысқа шықпағандары 990, ал аталған ұтыстар тиісінше 5,4 және 1. Ықтималдықтың классикалық анықтамасын пайдалансақ: 
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Сонымен таратылу заңы төмендегi кесте түрiнде анықталады:

	Xi
	(7
	193
	243
	4993

	Pi
	0.990
	0.005
	0.004
	0.001


Екi кездейсоқ шаманың бiрiнiң таратылу заңы екiншiсiнiң таратылу заңының өзгеруiне байланыссыз болса, онда екi кездейсоқ шамалар өзара тәуелсiз шамалар деп аталады.

Кездейсоқ шаманың таратылу заңы ол туралы толық мәлiмет бередi, себебi кездейсоқ шамаға сәйкес кез келген оқиға ықтимал-дығын есептеуге толық мүмкiндiк бередi. Соған қарамастан, таратылу заңы күрделi; талдау жасауға әрдайым ыңғайлы бола  бермейдi. 

Сондықтан кездейсоқ шаманы толық көрсету үшiн, оның сандық сипаттамаларын анықтайтын кездейсоқ шаманың негiзгi ерекшелiктерiн ыңғайлы түрде сандар арқылы көрсетеді.

Олардың iшiндегi ең маңыздылары - математикалық күту, дисперсия, орта квадраттың ауытқу және т.б.

Анықтамаға сүйене отырып, кездейсоқ шамалардың сандық сипаттамаларын кездейсоқ емес, анықталған сандар ретiнде қабылданады.

Дискреттi кездейсоқ Х шамасының қабылдайтын мәндерiнiң сәйкес ықтималдықтарға көбейтiндiсiнiң қосындысын дискреттi кездейсоқ шаманың математикалық үмiтi деп атайды және М(х) арқылы белгiлейдi. Анықтамаға сәйкес 
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Егер дискреттi 
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 кездейсоқ шамасы 
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 мәндерiн 
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 ықтималдықтарына сәйкес қабылдаса және 
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 қатары абсолюттi жинақты болса, онда осы қатардың қосындысын 
[image: image473.wmf]x

 кездейсоқ шамасының математикалық үмiтi    (кейде математикалық күтуi)   деп атайды:
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Есеп 2. 1-шi есеп шарттарына сәйкес кездейсоқ Х шамасының  таза ұтысының математикалық үмiтi М(х)-ді есептеңiз.

М(х) = ((7) * 0,990 + 1930,005 + 243 * 0,004 + 493 * 0,001 = 0, яғни орта ұтыс мөлшерi 0-ге тең. Билеттердi сатқаннан түсетiн барлық ақша ұтысқа толығымен кетедi. 

Математикалық үмiттiң қасиеттерi:
1. М(С) = С; С = const – тұрақты шама;
2. М(КХ) = К * М(Х);

3. 
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4. 
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 Х, У – тәуелсiз кездейсоқ шамалар;

5. 
[image: image477.wmf]()();
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6. 
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Ауытқудың (математикалық үмiт пен кездейсоқ Х шама-сының айырымы) квадратынан алынған математикалық үмiт дискреттi кездейсоқ  Х шамасының дисперсиясы деп аталады:
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немесе
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  мұнда  
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(кейде Х дискреттi кездейсоқ шамасының дисперсиясын var(x) арқылы белгiлейдi).

Дисперсия кездейсоқ шаманың орта мәнiнен ауытқуын сипаттайды.

Егер кездейсоқ шаманың қабылдайтын мәндерi ақырғы болса, онда
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Дисперсия 
[image: image483.wmf]()

Dx

өлшемi кездейсоқ Х  шамасының квадратына тең, сондықтан ол әрқашан ыңғайлы бола бермейдi. Сондықтан шашырау көрсеткiшi ретiнде 
[image: image484.wmf]()
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 шамасы да қолданылады.

Кездейсоқ шама Х-тың дисперсиясынан алынған арифме-тикалық түбiр орта квадраттың ауытқу 
[image: image485.wmf]x
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 деп аталады және
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Есеп 3. Екiншi есеп шарттарына сүйене отырып, кездейсоқ Х шамасының дисперсиясы мен орта квадраттың ауытқуын есептеңiз. 

Шешуi. 2-шi есепте М(х) = 0 болатындығы көрсетiлген.

(1.27) және (1.28) формулаларға сәйкес
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 EMBED Equation.3  [image: image488.wmf]()25401159,38
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Кездейсоқ шаманың дисперсиясының қасиеттерi:

1. 
[image: image489.wmf]()0;const
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– тұрақты шама.
2. 
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3. 
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 мұнда а = М(Х).

4. 
[image: image492.wmf]()()()(),
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 Х және У – тәуелсiз кездейсоқ шамалар.

Кездейсоқ шаманың таратылу функциясы. Үзiлiссiз кездейсоқ шамалар

Кездейсоқ Х шамасының х-тан кiшi мән қабылдау ықтимал-дығын кездейсоқ Х шамасының үлестiру (таратылу) функциясы деп атайды және  F(x) арқылы белгiлейдi.

Анықтамаға сәйкес
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Есеп 4. Кездейсоқ шама Х-тың таратылу заңы берiлген:
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Кездейсоқ шаманың үлестiру функциясын құрып, графигiн тұрғызыңыз.
Шешуi. Анықтамаға сәйкес

F(x) = 0, егер  
[image: image496.wmf]1;
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 F(x) = 0.4, егер  1 < x < 4;

F(x) = 0.4 + 0.1 = 0.5, егер 
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F(x) = 0.5+0.5 =1 егер x > 5.

Сонымен (1.2-сурет)
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1.2-сурет
Үлестiру функциясының қасиеттерi:

1. Кездейсоқ шаманың таратылу функциясы 0 мен 1 арасында жататын терiс емес функция: 
[image: image500.wmf]0()1
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2. Кездейсоқ шаманың үлестiру функциясы кемiмейтiн функ-ция, яғни 
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 орындалады.

3. 
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4. Кездейсоқ Х шамасының берiлген 
[image: image508.wmf]12
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 аралығында мән қабылдау ықтималдығы таратылу функциясының өсiмше-сiне тең:
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Есеп 5. Кездейсоқ шама Х-тың таратылу функциясы төмен-дегi түрде анықталсын:
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[1;3) аралығында жататын мәндi қабылдау ықтималдығы неге тең?

Шешуi.  (1.30) формулаға сәйкес
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Егер кездейсоқ Х шамасының таратылу функциясы кез келген нүктеде үзiлiссiз болып, жекеленген нүктелерден басқа барлық нүк-телерде дифференцияланса, онда ол үзiлiссiз функция деп аталады.

Кездейсоқ үзiлiссiз шама Х үшiн жекеленген нүктелердегi ықтималдық 0-ге тең, яғни Р(Х = х1) = 0, кездейсоқ Х шамасының (х1, х2) – аралығында жататын мәндi қабылдау ықтималдығы аралақ-тың ашық немесе жабық болуына тәуелсiз, мысалы: 


[image: image512.wmf]1212

()().

PxXxPxXx

<<=££


Ықтималдық тығыздығы (таратылу тығыздығы немесе тығыздық) деп үзiлiссiз кездейсоқ шама Х-тың таратылу функция-сынан алынған туындыны айтады және оны 
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 деп белгiлейдi. Анықтамаға сәйкес
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Ықтималдық тығыздығы 
[image: image515.wmf]()
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, таратылу тығыздығы F(x) сияқты таратылу заңдарының бiрi болады. Оның таратылу функция-сынан негiзгi айырмашылығы - тек қана үзiлiссiз шама жағдайында бар болатындығы.

Есеп 6. 5-ші  есеп шарттарына сүйене отырып, кездейсоқ Х шамасының ықтималдығының тығыздығын анықтаңыз.

Шешуi. Ықтималдық тығыздығы 
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Үзiлiссiз кездейсоқ Х шамасының тығыздығының негiзгi қасиеттерi:

1. Ықтималдық тығыздығы – терiс емес функция, яғни 
[image: image518.wmf]()0
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2. Үзiлiссiз кездейсоқ Х шамасының [a,b] аралығында жату ықтималдығы а-дан b-ға дейiнгi ықтималдық тығыздығынан алынған анықталған интегралға тең (1.3-сурет), яғни
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1.3-сурет
3. Кездейсоқ үзiлiссiз шама Х-тың таратылу функциясы ықтималдық тығыздығы арқылы төмендегi түрде анықталады:
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4. Ықтималдық тығыздығынан 
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-ке дейiнгi ара-лық бойынша алынған меншiксiз интеграл мәнi 1-ге тең, яғни
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Үзiлiссiз кездейсоқ шама Х үшiн математикалық үмiт пен дисперсия төмендегi формулаға сәйкес анықталады:


[image: image525.wmf]()()

aMxxxdx

+¥

-¥

==j

ò

                                   (1.35)

(егер интеграл абсолюттi жинақта болса):
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немесе
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Кездейсоқ шаманың сандық сипаттамалары iшiнен k-шi реттi алғашқы 
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 және орталық 
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 моменттерiн жеке қарастыруға болады. Олар төмендегi формулаларға сәйкес анықталады:
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Кездейсоқ шамалардың кейбiр таратулары

Эконометрика курсында ең жиi қолданылатын кездейсоқ шамалардың таратуларын қарастырайық.

1. Дискреттi кездейсоқ Х шамасы келесi мәндердi 0,1,2,…,n төмендегi ықтималдық бойынша қабылдаса:
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мұнда 0<p<1, q=1(p, m=0,1,…,n, онда ол биномиальды заң бойынша анықталды деп атайды. (1.36) формуласы Бернулли формуласы деп аталады.

Сандық сипаттамалары: 
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2. Егер кездейсоқ Х шамасы 0,1,…,m мәндерiн
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ықтималдығы бойынша қабылдаса, онда кездейсоқ Х шамасы Пуас-сон заңы бойынша таратылған деп аталады, мұнда m = 0,1,2,…
Сандық сипаттамалары: 
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3. Егер үзiлiссiз кездейсоқ шама Х-тың ықтималдығының тығыздығы төмендегi түрде анықталса:
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онда кездейсоқ Х шамасы [a,b] аралығында бiрқалыпты таратылу заңына бағынады деп атайды.

Сандық сипаттамалары:
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4. Егер үзiлiссiз кездейсоқ шаманың ықтималдығының тығыздығы төмендегi түрде анықталса:
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онда кездейсоқ X шамасы көрсеткiштiк заң бойынша таратылды деп аталады. 

5. Егер кездейсоқ X шамасының ықтималдығының тығыз-дығы 
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формуласына сәйкес анықталса, онда үзiлiссiз кездейсоқ шама X        а және 
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 параметрлерiне сай қалыпты таратылу заңы бойынша анықталады деп аталады (оны Гаусс заңы деп те атайды). Қалыпты таратылу заңының қисығын қалыпты қисық немесе Гаусс қисығы деп атайды (1.4-сурет).
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1.4-сурет
Сандық сипаттамалары: 
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Тек қана а параметрiнiң өзгеруi қалыпты қисықтың 
[image: image553.wmf]Ox

 осiнiң бойымен өтсе де, тек 
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-тың өзгеруi қисық формасының өзгеруiне сәйкес болады.

Параметрлер 
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 болғанда, қалыпты таратылу заңы стандартты немесе нормаланған деп аталады 
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Қалыпты заң бойынша таратылған кездейсоқ шама Х-тың таратылу функциясы Лаплас функциясы 
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 бойынша келесi формулаға сәйкес анықталады:
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 – Лаплас функциясы. Қалыпты 
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 қисықтың төменгi жағындағы  
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 аралығындағы ауданға тең.

Қалыпты заң бойынша таратылған кездейсоқ шама қасиеттерi 

10. Қалыпты заң бойынша таратылған кездейсоқ шама Х-тың 
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 аралығында жататын мәндi қабылдау ықтималдығы келесi формула бойынша анықталады 
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20. Қалыпты заң бойынша таратылған кездейсоқ * шама  Х-тың өзiнiң математикалық үмiтi 
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-дан ауытқуы оң 
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 санынан артық болмау ықтималдығы (абсолют шамасы бойынша)
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Дербес жағдайда 20 қасиеттен 3 сигма туралы ереже шығады:

Егер кездейсоқ шама Х қалыпты заң бойынша а және 
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 параметрлерiне сәйкес таратылса, яғни 
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, онда оның барлық мәндерiнiң 
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 аралығында жататындығы ақиқат. 

6. (2(хи – квадрат) k еркiндiк дәрежесi бойынша таратылған заңы деп өзара тәуелсiз k кездейсоқ шамалардың квадратының қосындысынан құрылған және әрқайсысы стандартты қалыпты заң бойынша тараталған заңды айтады.
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 әрқайсысы қалыпты таратылу 
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 сәйкес анықталады.
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 болғанда, кездейсоқ шамасының таратылуы стандарт-ты нормальды заңға сәйкес келеді, яғни 
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7.  Кездейсоқ шама таратылуын Стьюденттiң таратылу заңы деп атайды, Z-стандартты қалыпты заң бойынша таратылған кездейсоқ шама, яғни 
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, тең тәуелсiз еркiндiк дәрежесi – k-ға тең таратылуы  болатын кездейсоқ шама. 
8. Кездейсоқ шама 
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-тiң таратылуы Фишер–Снедокорд таратылуы ( немесе F үлестiрiлуi) деп аталады. 
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  еркiндiк дәрежелерi – 
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 және 
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-ге тең үлестiрiлуi болатын кездейсоқ шамалар.

Үлкен сандар заңы және шектiк теоремалар

Кездейсоқ факторлардың бiрiгiп әсер етуiнiң нәтижесiнде, кездейсоқ емес құбылыстардың пайда болатындығы практикада және түрлi ғылым салаларында кездеседi. Мұндай заңдылықтар, атап айтқанда, қажеттiлiктiң кездейсоқтық арқылы келуi ықти-малдықтар теориясына да тән.

Тәжірибенi шексiз көп жүргiзгенде, оқиғаның пайда болу жиiлiгi, оның ықтималдығының тым аз айырмашылықта болатын-дығы орынды. Мiне, бұл – “Үлкен сандар” заңының бiр көрiнiсi. Үлкен сандар заңы деп кездейсоқ шамалардың арифметикалық ортасына қатысты тұжырымдалатын теорияларды айтамыз.

Өте көп сандар заңдарының түрлi формалары мен түрлi шектiк жайындағы теоремаларды бiрiктiрiп, ықтималдықтар теориясының шектiк теоремалары деп атайды. Шектiк теоремалар кездейсоқ құбылыстар төңiрегiнде ғылыми болжам жасаумен қатар оларға (түрлi болжамдарға) дәлдiк баға бередi.

П.Л.Чебышевтың 1867 жылы дәлелдеген теоремасы үлкен сандар заңдарының iшiндегi ең жалпы түрi болады және оның жасап кеткен әдiсi мұндай заңдарды әрi қарай кеңейтуге жол ашты.

Чебышев теоремасы. 
[image: image584.wmf]12

,,...,

n

xxx

 кездейсоқ n тәуелсiз шамалардың дисперсиясы тұрақты бiр ғана санмен шектелген болса, онда n саны шексiз өскенде, кездейсоқ шамалардың арифметикалық ортасы ықтималдық бойынша олардың математи-калық үмiттерi 
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Бернулли теоремасы. Егер әрбiр тәуелсiз тәжiрибеде оқиғаның пайда болу ықтималдығы тұрақты Р санына тең болып, тәжiрибе саны n шексiз өскенде, оқиғаның пайда жиiлiгi ықти-малдыққа ықтималдық бойынша жинақталады
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Пуассон теоремасы. Егер бiр-бiрiне тәуелсiз n рет тәжiрибе жүргiзiлсе, k-шi тәжiрибе жүргiзгенде, А оқиғасының пайда болу ықтималдығы 
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-ға тең болса, онда А оқиғасының пайда болу жиiлiгi және кез келген 
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Ляпунов теоремасы. Егер 
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 кездейсоқ шама-ларының ақырғы математикалық үмiттерi мен дисперсиялары бар болса, өздерiнiң мәндерi бойынша кез келген кездейсоқ шама басқаларынан ерекше артықшылықта болмаса, онда 
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 қосындысының үлестiрiмi қалыпты заңға шексiз жақын-дайды.

   Егер 
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 кездейсоқ шамаларының үлестiрiмi бiрдей болса, онда 
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 қосындысының таратылуы 
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Параметрлердiң нүктелiк және аралық  бағалаулары

Бас  жиынның параметрлерiн (сипаттамаларын) бағалау үшiн, бiрнеше әдiстер қолданылады.

Солардың бiр максималды ұқсастық әдiсi. Бұл әдiстiң негiзiн 
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 таңдамаларының бiрiге пайда болуының ықтималды-ғын анықтайтын ұқсастық функциясы құрайды:
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Бұл әдiс бойынша белгiсiз параметр 
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Ұқсас әдiсiнiң негiзгi құндылығы алынған бағаның орнық-тылығында, асимптотикалық тиімділігінде 
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Түзетiлген таңдама дисперсиясы
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  дисперсия 
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Параметрлердi нүктелiк бағалаумен қатар аралық бағалаулар да қарастырылады.
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 аралығы 
[image: image622.wmf]Q

 параметрлерiнiң аралық бағалауы деп аталады. 

Мұндай 
[image: image623.wmf](1)(2)

(,)

QQ

%%

 аралығы сенiмдiлiк, 
[image: image624.wmf]g

 ықтималдығы  сенiмдiлiк ықтималдығы деп аталады.

Сенiмдiлiк аралығының шамасы таңдама көлемiне тiкелей байланысты (n өскенде кемидi) және сенiмдiлiк ықтималдығына да 
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 теңдiгiн ескерсек, мынау келiп шығады:
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Осы 
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бағасының математикалық үмiтiн табалық:
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Сондықтан 
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 статистикалық бағасы ығыстырылмаған баға болады.
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 бағасы орнықты деп аталады. 
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 ортасы математикалық a үмiтi үшiн орнықты баға болады.
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 түрiнде жазуға болатындығын бұрын да кездес-тiрдiк. Бұл теңдiктiң оң жағындағы бiрiншi қосылғыш 
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Аралық бағалау
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Бұл теңдiктiң мағынасы мынандай белгiсiз 
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«Қателер теориясы» деп аталып жүрген есептеулердiң негiзгi мазмұны (1.48) және (1.49) формулалар арқылы анықталады.
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Бақылау сұрақтары
1. Эконометрия ғылымы нені зерттейді?

2. Эконометрияның анықтамасы қалай тұжырымдауға болады?
3. Эконометрияның статистика, экономикалық-математика-лық пәндерінен қандай айырмашылығы бар?
4. Экономикалық деректерді қандай түрлерге бөлуге болады?
5. Экономикалық деректерді жинау мақсаты және әдістері қандай?
6. Кездейсоқ шамалар деген не? Олар қалай таратылады?

7. Ықтималдықтың үміт формуласы қалай есептелінеді?
8. Үзіліссіз кездейсоқ шамалар ұғымы?
9. Ықтималдық тығыздық қалай есептелінеді?
10. Шектік теоремалар туралы ұғым және олар қандай теоре-малар?

11. Параметрлердің нүктелік және аралық бағалаулары қалай есептелінеді?
12. Таңдама дисперсиясы қалай анықталады?
13. Ығыстырылмаған мен орнықты баға формулары қандай?
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